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Verantwo ing.

Voor de samenstelling van dit rapport is verantwoordelijk de Heer
J. Kemperman. De verkregen resultaten zijn de vrucht van een geregeld
overleg tussen B.L, van der Waerden, A, van Wijngaerden en J, Kempeiman.
In het bvijzonder zijn de centrasal staande beschouwingen van blz, 3 t/m
blz, 11 afkomstig van Dr, Ir., A, van Wijngaarden.
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raagd wordt het verloop van de electronenconcentratie in een halfl-
oneindig kritstal, waarvan één zijwand stctionnair wordt belicht, Wis=
kundig is het probleem azequivalent met een randwaardeprobleem blj een
niet-linezire gewone differentiaalvergelijking. Deze vergelijking wordt
door transformetie der veranderlijken op een meer hanteerbare gedaante
gebracht, waarna bewezen wordt, det mathematisch het gestelde probleem
eenduidig oplosbaar ia. Tevens wordt het te verwachten verloop geschetst
van de gezochte oplossing.

Numeriek zou het probleem kunnen woxden opgelost door aan het beo-
lichte uiteinde van het kristcl de beginhooglte van de aldasr horizon-
taal beginnende oplossing van de differentisalvergelijking door proberen
(approximatie) zo te kiezen, dat de numeriek voortgezette oplossing _
monotoon naar nul convergeert (alle andere oplossingen divergeren). Om
het vereiste rekenwerk tot een fractie te reduceren wordt een asympto-
tische ontwikkeling dpgem eld van de oneindig vele oplossingen van de
differentiaalvergelijking, die in het oneind ige niet divergeren, De .
ontwikkeling wordt ultvoerig beapraken, Afgeleid wordt verder het aﬁympm
totigch gedrag van de oplossing in afhankelijkheid van de lichtsterkte
J, doch alleen voor kleine waarden van J. Tenslotte worden nog enige op-
merkingen gemaakt over een door de Heer R, van Lieshout gebruikte iberaw
tiemethode. ‘ ‘ -
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blz.1

Eet physische probleem is terug te brengen tot de volgende

differenti&alv@rgul1gklngeﬁ

em”, resp. 2antal positieve gaten per czma, resp. veldsterkte ter
plzatse), De overige grootheden zijn constanten:
/\ —=electronenproductie per rzm3 en per seconde tengevolge van de

! varmbebeweging .
M =zhsorbtiecoefficient ,d.w.z, de lichtintensiteit Op een afstand
‘ x van het belichte grensvlak is evenredig met e“}' ‘X >

Akm ulectronenproductle/cm _gec. aan het belichte zijvlak tengevol-
ge van het geabs orbeerde licht -B1] een abecis Xx duBA e~ MX,
chanatante factor in de weor recombinatie van elﬁmtronen en gatven
_ gebezigde formule
AN= - th dt

k= constante var Boltznann,

T= temperatuur.

¢ = lading van electron.

u= beweeglijkheid van een electron in het kristal.

(1) drukt uit, dat de electronenproduectie docor warmtebeweging en

lichtabsorbtie) in de stationnaire toestand juist door de ree
combinatie wordt opgeheven. *

(2) drukt uit, dat de barogingen der electronen tengevolge van het
aanwvezige veld resp. tengevolge van de diffussie clkaar juist
opncifen, ook wecyr in stationnaire toestand. .

(3) geeft het verband tussen F(x) en de ladf’*sverd@lmg (wet v Pniamr

In ecn onbelicht kristal is het aantal electronen n, overal ge-
11jk.2i] analoog N het aantal positieve gaten per cm3. Deer het

kristal ongeladen 1s}geld't n, WN «De Toestand is stationnair door-

dat de productie tengevolge Van de warmtebeweging juist word® geneu~
traliseerd door de rec ;mbmatla.nus o

' _ | e eyl N »‘f,,* _ . -
en de vergelijking (1) schrijven we nu als



blz .2
(4) 1 + JQWHK = lﬂ_‘“’m
Uit (2),(3) en (4) volgt cen 83i$mrentla@qurgalljking voor n(x) . Uit
(2) volgt voorecrst
» . XL dicz n

-y
8 Yy o B

en met (3)vindcn we dan

. -
k
gt 1 o
L - i
y . .

(5) - - T Eanetvn)

Elimina‘bie van N uit (4) cn (5) zeeft tenslotte
(6) ;(1+Je“px ) = ,.,.....ﬁ ng.%:ﬁm +n .

Stel mmge * Voor = vindcn we de 4aiff crentiaclvergelijking
(7) I—«-—-— m gﬁ%ﬁ%mw B A
Tenslotte geeft de t?&ﬂﬁf@l‘mmtlu
z = b{x~ ;--: log “i/2ed} Mz g gl%f"'zno
de vergelijking _
— + 1 + 2@”"”2" (alsa m’:;-).

Daar de gezochte oplossing n(x), dus m.x) positief is kunnen we stellen
p = log m = log 2 y
By
vaarin p aan de volgende differentiaalvergelijking voldoet

— Sh(P)W Gma Z@Mp o

De opgaeve is nu ec¢n begrensde nmtmnegatleve mplossn.ng n({x) van (6)
te bepalen cnder de randvoorwvaaraen '
1e aﬂ; = 0 voor x=0.

2e 4N .30 VOOTr X Do
_-'f

Immers aan beide randen van het kristal kunnen #a een ﬂ*:r.*t:~rxslaag beschou-
wan van een dikte A x (inhoud van de 1% orde ln AX)JAls nu =f O ,dan
*is het aantal wegdiffunderende electronen +C. a-—- (waarin C?EO) . dus van de
malde orde in /\x, hetgeen onmogelijk is.Aan de beide uiteinden is dus

n O.Nu zijn de gebruikte plaatjes zo dik ,dat er practissh geen licht

dcor‘heen gaat, en dus de rechterrand bij x=00 mag worden aangenomen.
De opgave voor vergelig king (8) worﬁt na een oplossing te bepalen,

die vald{}e't aan d% ranivamm@.ard@n

e T TR

(10) - & -3 0 voor z-—-}m
Vomr elk@ n&g&t ieve Waarda van z.
d:.e am (8) en (10) valdoet en bevendian m

ma@ten we dus een funotle p(m) bepalen ,f‘.
d:mﬁ vemr m 2 . ‘ R

0 .
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Ul‘t Vul"fl“ell;} ‘‘‘‘‘ :Lng:, (8) vmg_;t s a'i' de mecetkundige plasts van de buig-—-
punten ven ds oplossingskrommen van (&) in het p-z-vlek cen kroome K is
met vergelijking
(11) Sh p = e"g‘ “"F o 0

of r
P = P(z)= 1/210@(14—2&3”"} =)

(waarin dus P{z)> 0 ), on veor z-»20 blijit I monotoon tot de z-as te
naderen, /

Nu soheld'b K juist de gebmde}:&.ar voor de oplossingskrommen w >0 ,
Iresy. % <O (boven resv. bencden K ),We zien nu gemakkelz.;g?tz, _
dat 0p§t§salngm krommen met ezn dor volgende kenmerken,zullen diverge-
ren nasr +00 0of -0 als z— + CO
1« De kromme heeft in ecnpwun® P boven K een horizontale raaklijn,
2, " " 1 " " " bencd, de z-as n "
3.0¢ kromme hceft in een punt‘bb eneden K met abeis Z4 €€n (negatie—
_ ve) helling. kleiner den de helling van K in het boven? gelegen
QE) Punt Q van X,dus
P(51 )$ (‘e(zq} €n

Om zan de ran&vaommarde(’%?} te kunnen voldoen moet het beginpuxt C
(agﬁim )— ywaar de oplos&ingskrm me een horlzuntale raakllan hee ft,

| ger@ndﬁten~we nu cun pu.nt C hf:.‘!" binm..n G gelugcn intarwl i“.’ﬂ mp ﬁmﬁm
~doorlopcny dan zal dc in C horizonta .2l beginnendc eplosmmgskrume o
- ngar + ~o] dlvcrgcrun,als C scmenvalt met S, cn cvenze Nnasy -

- &’glﬁ C “‘*‘T 'P th mtbm”" l ST ll@ 5 cLn Cuﬂdﬂlﬂlg bgpﬁ,ﬂmld pun‘h Dm ’




blz, 4
zo dat 4l corrcspondircnde oplossingskromiic voor z-—3 + 6o bogronsd blijfy
Wo kunrcn wel ongeveer blschrijvon hoo do gozochte eplosw‘mwskrommmrjg:
virloopt,ov n rocchts van het boeginpunt G (wamr h, c.n herizortzole rack-
lijn hceoft) is dc he lllnb negatict:

m’?? O .

L0u nu Oi stocds buﬁpdﬁﬂ K blijven,d-n wrordt dcz. hclling voor z —= Op
stc.de stirker ncgeticf.,Dus voor z) z

O

P(ZO)WP(E};S"? (Emﬁe) > C

zou divergercecn.,ius vanaf C gerckend is cr coen cerstc punt D wanr

J{; crn K c¢likeor snijdcn,.he tuurllﬁ’k hoeft dy dasr cen ncgaticve helling
andcrs divergerntic) . Ben va

gend snijpunt B ven ol: crn K is uitgesloten.
in B zou c’;, n,1l, cun ncgaticve afgeloeide hebben, ,dic in ~besolute
worrde grotir is drn do cvencoens ncgoticve afgclcide von XK in E.Wegeons
(12) trccét in zo’n gevnl cvenwel divergentie op.Dus veorbij D verloopt

OR:, voortdurend boven K, terwijl dc¢ hcelling ncgnticf blijft cn J{/ is
dus ccr monotnon dalendce kromnic,nmct

(13) lin.p(z)=X2 0
‘Rﬂw
Wegens (8) volgt voor Jdo

2
13,28 = shxp 0 .

T A z

Als nu gcldt ©K2 Q, d-n is ock Sh 0('} O jdus bestant cen positicft getal

M, zodanig, dat voor z» K geldt > 1/2.Sho{cn dus

warrult v

ﬂ+% *

Analoog V\‘Z‘lgu hlcmlt nu (13) et < =+ 00 ,Gegeven wac everwel, dat voor
de integraclkronne. (13) goldt ,was rin o eindig,waarmec we ecn tegenm .
strijdigheid vinden,Dus volgt X =0.Dc enige integrazlkromne die begrensi
blijft voor z-3 +o cn eccn afgclelde nul heeft voor z=Z, hecld dua nc}odza
kclijk do z-~as els msm}?towt Pecr voeor J:, (rcehts ven D) geldt d | .>, .’
z=.l dc ccrstce ~fgeleide ,ebscluut genomen, monotoen afnemcn, cn =

heeft dus vorr z-—2+08 ccn limict 5 .Als boven volgt 2 =0 (anders :leQrm

gentic),Dus voldoct O, sen dc randvoorfmwrde (‘i 0)e

' Geen ulleht
Dan is in (’F) J—D*Boor do aubstltu‘bm

herlciien WO tet
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2 ,
{14) n ddg'co B . 41 =0
Overgnng op p=log n= ILog gé- gccft nu
Q
(15) 4°

= oh 8
dz

plamta K van da buigpunten der oploss:.ngskrmmen beschauwenm})e Vergee
lijking van X is Sh p=0 , ofwel p=0,K vzalt hier samecn met d. z-2s,.

£ _ ‘
| . -
| P ’ ;‘—iﬁ"> m;
=T

. — [

“ ‘ <L <o

' 01 z* t

- tig.% 2

B@ven de zZ-~as is voeor de integrar~lkrommen mag- » 0, bcneden de¢ z-as is

-%d ¢ O.Een oplossing, dic in een punt (p,zﬁ‘“, dat niet op de z-as ligt,
dz

ecn af _eleide nul hecft zel zuker d ivergeren, evenal-a ziin afzeleide,
Pda:.:t ecn integreoalkromnme voldoet asn de randvoorwaarden
(16) % =0 wvoor z=0 en 1lim -—E?(-‘f—)-
t-—;«&m
kaen veoldeoen,moet de kromme noodzokelijk in de corsprong horizontazl bew '

ginnen,Dan valt hij evenwvel samen met #e z-as en we vinden als enigste

cplossing van (15) onder de randvoorwasarden (16) de coplossing p=0 ,cor-

responderend net m=1 en n=n juist vrat we gezien het natuurkundig pro-

bleem zouden verwachten, o
Tot d: zelfde conclusic komen we a=n de hand van de algemene Op-

lossing van vergelijking (1 4): voorecrst de singuliere oplossing m=1

en verder I

(17)

waarin

Q’

4/3,(4% ""‘3)
83 ”’EI n'?m(gc‘{z“e’) Q’(

In (17) is ﬁ m.llékeurz.g en - QO LX< +1.De oplossing (1 7) is permm_ek

(dé periode V] verloopt van + OO nasr 0 als of zich beweegt ven +1
naer - oo )en heeft in elk intervel ter lengte W ecn poeel van de
'hwe:cde mrﬂe.Dus { 17) levert geen phys:mch ammva@rdbama Qploss ing y R
=1 is dus de enige leum ing ven (14), die » iﬁ, Bez , valderet
bovenﬁi@n aan de geldende repmdvoorwaarden. a

P



blz &
ng_allri&man de oplos W.._i._l onder randvoeorwaarden (9) en (10) e

De volgende methode zal zeker ot €en oplossing leiden:
In het p-z-vlak kiezen we als beginpant van de ge zochte oplossingg-~
kromme ccn op het ocog geschik® punt C op de lijn Z=% (Natuurlijk met
¢ tussen K en de z-as;zie fig.1).De aldsar horizontaal beginnende¢ OP-

lossing van (8) WOT 4t numeriek nasr rechts voortﬁezet (bij ecn tweede—

orde differentiaalvergelijking van de gedaante p =f(p;z) gac—‘b dit zelfs
bijzonder gem~kkelijk).Deze oplossing zal spoedig divergent blijken
te zijn b,v. nasr het positief oneindige .. kiezen vervolgens een
punt C4 op z=2, even beneden het punt C.Dan zal de oplessging bijveeTr="
becld nzar het negatief coneindige divcrgeren.Het ware beginpunt C_,
zal dan tusscn £ en C, gelegen zijn.Stapsgewijze verder “gaa,nd kunn%n
we G steeds verder benaderen,Daar in de berekéning opvolgend optre-
dendeongloe .ingen van (8) de gezochte o;ploss:.ng steecds betexr benaderen,
zal divergentie eerst merkbrer zij -~ voor een met iedere stap groter
wordende waarde van z.EBElke volgende stap vereist dus mecr berekening.

Dezzs mcthode is zecr omslachtig en we zullen hem door ccn betere
vervangen,Opgcmerkt zij nog,dat 1
(18) ‘ P(ZO)'-": __;;é:;mev ’

ki . _

waarin V het potentia lversehil tusscn de uiteinden van het kristal
voorstelt.Mct een cerste bcn&derlng van het punt C vinden wc¢ dus

ccn cerste be;nadcr:mg van V dus Jjuist de g«,rootheld 81e in hct cxpiri--—-*
ment gemctcecn wordt. '

Asymptotische ontw1kkellng

Het is zeer belangrijk om een as;ymptotische on'bwn.kkellng tc kenmnen
van de oneindig vecel (één parameter) gezochte oplossingen van (8).In
dat gcval kunnen we n, l ~voor de (ene )paramcter in de asymptotisohe
ontwikkcling cen of andcre W&@rdc ncnen,waarmcee cen in hot onc,lnd ige

‘begrensde oplossing van (8) correcspondccrt,dic door de asymptotische
ontwikkceling voor grotc z zecr nauwkeurlg bokond is,Vanaf dczc waarde
van Z zc¢ttocn we nu deze oplossing numcrick naar links voort,zolang tot
dc cersto f...t.fgc,lo:.do nul wordt in :7......2:1 We hcebben dan ecn oplossing van
(8),dic aen (10) cn aan (9) voor % =2y voldoct .Door dc p..-.-....frmu,‘bcr in de

asymptotischc ontw:z.kkcln;xg tc va,rloren vindcn wc allc gc zochto 0plnss:1.n-~
gLI] Vr (8) & o

We onflcrzocken dus hot gedrag voor grote v ma,rdc van z van dc _ oploeu
- singen van (8) r dlc aan (10) vold cvcn.Ovcrwcglngcn analoog mc,‘t dlo op
, ,blzﬁ‘* leron,dat (10) den impllcc,c,rt e

(19) | lin p(’z)
I\m kunncn we (8) sohrij#on volgc,ns -



(20) %% - p-=

dz
c<n cen oplessing van (20) met bijconditie (19) zal voor grotec z met
goedc benadcring voldoecn aan M

g2 -
(21) * _..g. D= —C Az
A d z
Hicraan voldoctT = a*-i-%—-:'-we“?‘ % Jus is de¢ algcmene oplosaing
Ae®+Bc™%- WA1 — - 2 1)
| ]

Wegens (19) kiezen we A=0 .Besahouw nax cen betore bcnad ering van (20)

(22) ;1';8- - “Aﬂ(\?"?) .

" Nu is
(23)  Bo™Z - - -A z

voor (21) dc ware oplossing en dus voor (22) een benadcrdc oplossing
(allcs voor grote z en kleine p(z) natuurllgk) .Vervangcn we in hct
rechtcrlid van (22) p door dcze becnadering

34 B —Az, -z 4 Az 4\

(24) Z{ﬁ' p =¢  “(Boc H?T"e - 1) ‘

cn lCJSE..cn_ wWe A¢ze resultoercendc differentiazlvergelijking op dan ze ]
het risulta .t beter aan (22) en dus aan (20) voldoen dan (23) Je ale
gemene oplossing van (24) is ' '

{25) R ""(‘A +'1)Z - ' - - ;*2) Z_ L “} Z+
P A('Mz) o (A §~1)(4H§ )e N

+Ce”“4De”%, * S - »2)
Wegens (1 9) stellen we weer D=0.,Aldus voortgaande komen we btot de
bevinding,l1at de ”symptotlsche ontwikkeling van de OplOSSlIlﬁ'LI‘l van (8) ,
die aan (10) en dus aan (19) voldoen voor?\ verschillend van 1/n de

volgende geda"*n'te heeft
ﬁ e L-Jz -\ kz

(26}

17’5'7“"13‘ A .......1 .Dpn word‘b N, 1 de algoncno 0ploss:mg
_Ac *Z+Bo“2'+1/2 ze~ 2 o _ ' - -
- 2)D11: gcldt nict voor A .....1 en 'A ......1/2 Voo:r )\ =1 bGSOBUuWCu wo .,,.,a.p.v.
(24_) ¢ VLI’”Gllelng R o . | I SRR
p"mpwe“z(Bc"z+1/2ze bt 1') -
met algemene oplossing 0 - T o
_ 1/2 ZQHZ+1/GZ@“22+1/9(3B+2)eﬂ-zz Gemz+ez . o
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waarin wegens (19) aOQwO.Om de coefficientcn aak te bepalcn substitu-~
eren (26) in (20) en stellen de coefficicnten van e—9Ze - kz nal.

Met de aldus verkregen vergelijkingen in de coefficienten a
vy s J &
2y (Jsk=1,2,3,.,)eenduidig worden uitgedrukt in ayq=h.Met de

verkregen ik voldoet (26) formeel san (20) en dus aan (8)iuit de
beschouwingen van blz,7 volgt,dat de gevonden ontwikkeling de asym-

ptotische ontwikkeling 1s van de gezoohte oplossingen.
Uit (26) volg‘t

— ~Z - =AzZ ”2 --(1-&-7\ Yz -2>\ z.-f
p=84,6 +aqqe +8, 48 a4 € +8.,8 +

f ~—3 +5_2* ~(2+>\)Z+8‘129~(1:¥'2>1 }Z+a’03 -*37\ z_,_. .

kan

P e .....-.\ Z 3 7 wf""«-l-\ 2, =2 z
'P_ﬁﬂ'qiuj ‘":\aO1 “pasz “%14#\)341 2_"2;53026 b

' — - '35
3a, 635 (24 X ay e (24 Z_(142X Yy 6 o~ (1422 )z-~3ao3
2. —2z

2 g, —(1+r )z -2 A g
Pr=tqp © T ¥28p4840° T rady o727

~(2+}-s V2 o 1+2>\)Z
+284 0858 (

~{24 2 )z,
w%>z _

+2ao1agoe

P’ "&%oed 438, 3%1 (242 )2,

e AR

2 ~(1+2A ) 2 _ 3 e-—-3\/\* 2z

elauen termen Zl,]l’l(VOOI' 2 p 4 OW )van een lagere oxrde dan e™*E
.Vullen we deze ontwikkelingen in (20} in,dan vinden we
voorx: \ #’1/!1 ( n="1 ,2,3 syee) de volgende vergellgklngen

- uit de coeff:s.elent van e""";
2 L I R, ' 39 e“ z
RN P N 9y 6“2?,
2 - I | 3B y 4 e"(1+‘>\ )z
- —~2
. - EEIE L 25 S “e‘)\z
30(9'“1)”1/6 310 . - _ ' : 5 57 21 B R s © :22 ))
‘ ) - - ~(2+A )z
21((2"'"\)2”1)“1/2‘8‘%0 01'*'&'20”1/2 a‘lO”-‘“ D S S © o -
1427 )4 1/2 a’ e - , e~€'f+23 )2
242((142A ) °=1) =1/ *5'10 01*3'11”310&04”*_ SN N,
03(9‘\ 2.....1) ......1/6 3'01"‘3'02"1 f2~ag1 ry 2y 97 s 9m3 "2 __ -

N .B We berekenen hierult da coef:f:’ ioienten ajk.&)e Qoeffioient van

in de ve:r' ell;]k:mg bij 9*(3*'} k)Z iﬂ ((34‘7\ k)g--ﬂ .Zij m

3 _

—A ; mratlonaal*p/ a  _(p,a onder lln% ondeelbaar) s

*Ban én alleen dan is e"(a'*') k)z "(m"':)‘ ala

N M= l""j 1-—-1_P \
| e kela

(lmtﬁ’i?’;'.)‘vggengl;"CL*
TRy WRkens mzo o py §.lwenzo 1o 3ok




blz,.9
en moeten we dus eigenlijk niet de coeffiecicnt vaﬁ 3"(3*R k) nulstél-

len,maar de som van de coefficienten vaxn 6”(31'*' kl)Z,Evenwe s de
resul‘berende dubbelreeks wezenlijk een enkelvoudige reeks % Gy & ”k‘*
Eist men, dat de laatste recks formeel nzn.(2)) voldoet . dan g{;m dagry—
door de . Op cen parameter X2 . bepasld.dsar de nu voigende reeks

(27) formeel aan (20) 7oldoet,ook als A rationaal isy,levert nu (27)
juist deze enkelvouGige reeks met één parameter,.

Na berekening van de coefficiemten ajk vinden we voor p(z) de
volgende asymptotische ontwikkeling,waarin Ama10 willekeurig is.

(z ) =A ~Z_ T—-—'—GMA PR - ﬁ..,('j_;.}\ ) -
plz)=he A H('Pwe)h

ool

‘ 2
27) +agade 3% A
( 4 2( A1) (A +1)Y (A +3}
4A4+4’\3m‘3\\ .«'x+l
T8 AZ( A1) 1) <\+

De eerste vier termen ontmietten we reeds in (25) .Het blijkt ydat
in (25) moet gelden B=C ordat de daar gegeven benadering nog aan de
differentiaalvergelijking voldoet op Hermen 0(6”3‘7’) en 0(8“"”3A z) N&s
Hoe 18 de asymptobische onvwikkeling vea de oplossing p(z) in het
geval\ -----~ (met n geheel en positief)?Vocrtzetting van de gedachte=
gang begonnen op blz,7 (noot 1 en 2)leidt tot een asymptotische ont-

wikkeling van de volgende gedaante,
co 9

'. (28) E_: S (a(o) g;)z_‘.&gﬁ) ”2+nu '+a§£) T )e....(j_,. k)z
At ’&":—W _

waarbij rﬁ 3+'P}k We berekenen de coefficienten a(l) verder niet (oRae-
SV e rlmmndrdls ,Heel ruw zullen we laten zien hme in (28) met ?} =1
de pmlynoomcoeffa.ca.enten ontstaan gedacht kunnen worden uit «een Limi

‘1 in (27)

L

gegeven daor de cersie vier +ermen van (27) .

( Vo o=Z| 4. m(>\ w‘i“.ﬁ - ~(1+‘A )Z

.prz.cy e™ . + - 2'
| J A(Ae2)

en S't@l nu Am X +m*mww ;W&arln We
' gemakkellz;k na 2(A 4) o

onbapaald‘. Be coeffiu wnten _

A ) Voor 34: Ta

,' bll,‘] f't ae a.ef:fm wnt A *mne I
van @ N : mpz; mat p<e 1 zijin eenu:u:l ig bepaald RIS T
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en aus voor A =1 vinden we voor grote z een goede benadering VOOI’
de gezochte oplossingen van (8) in de vorm

b ( (3 +1/2.z)e T e ( 6 +2/3-i~‘1/2,z)e“2z'

Wil

A "

Hoe leggen we nu a (27) dz parameter A ié%anilg vast.izat de corres-—
ponderende oplossing van (8] behalve z2an {1CY ook zan (_::; met gegeven

z, voldoet?Voor negatieve wasrden van Z,, (dus, wegens zomlog“l/i.’ ody
voor J= 22 % 2)is de enigste methode, dav we A varieren en de bijbe-
horende wiarde z (A) bepalen op de op blz.6 aangeduide wijze ,Hieruildb
voagt de was rde van J= ;& ywelke correspondeert met de (automatisch
bl;] A gevond en ) 0ploss:z.ng. _ *
VooriJ <1 bestaat er een andere methode,die we direot zullen _
asngeven Nu vragen we ons af of het voor de in de pract 131: voorko--
mende waarden van \ (bev o ;\ ....23 ) het nodig is om rekem.ng te hou-

den met de mogellgjkhela dat geld? ;\ .In (28) Worden nu de 'termen

Xi
van de laagste orde cheve% c}oor _
Z _ 1 N~ L8

mf kz -y i . 1 . TS
_ a4

en de eoe: Flclenten & Lhm1n sasneghi=T1) zz i 0 hler de zelfde als de
overeenkomst :Lge 1in (::7) ,genom@n vVoor A ........E.. (in het bljzonder zijin
deze anx ge’ballen en geen polynomen van de g t*aadg 1 ) sHet sohlanﬁnio"‘
nodlg voor A ......1/11 (n geheel,positief en b.v. groter dan 10 ) om

naest . (27) nog de cn‘tw:l.kkeling (28) te ‘berekenen.i"f’ svel zijn veor

L n-1 Ge coéfficicnten 201 eenduldig bep a.d. Om Ge onlos £51Ing. {in

vzrhoad met randveoorwazaxde (9)) te kunnen varleren, moeten nog meer
J-..p
U

rmen in de berekening worden meegenomen. e situatie ig in 41i%
geval dus niet zeeT..gunstig.

Hoewel in het expiriment inderdaad geldt J> 2 QiWeZ, o< 0,
is het theoretisch interessant Te weben noe de functie V(J) zich ge~
‘draagt voor kleine waarden van J (dus J({g“l) ,als V het potan'biaal\mrm
schil tussen de beide uiteinden van het kristal voorstelt Nu geldt o
V{(T)-= rE p(z ) met A Z mlegél en p(z) de oplossz.ng van (8) met ra.,nd-- -
FOOLWE arden (9) en (10)We Wlllen nu p(z ) onderzceken voor _90811:16"57@
‘Waa‘rden van z,.We wveronderstellen zozo groo*" ‘dat nog voor Z=Z o in
(27) de cerste termen voldoonde snel . afnc,mo,.,“ We kunnen blgvoarbeeld
als eis stellen '\ 2 o> 2 (Wegens 'A < 1 geld‘l: A zg < zc)d.w Ze
J % «gzo 3eln da‘b goval kunnen we in (27) ae parame'ter A bepalen ui‘t |
1-'ﬁe randvoorwaarde (9) door . (2'7) 'be\;l :1,fferen'b ieren naax;’z vom:r' =2, en f
fde Lll’kamB"B nul 't;e Btellen, - ' o ‘ ' IR

@9 omke o+ Ly A -

-

AS-1

4
"

"i"#ﬁ'ﬁi'.
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Je hieruit af teleiden functie A(z O) denken we ons ontwikkeld volgens

_ i} N o
(30) Az )= o [ O(b e RZt‘:}-!-b 2R2’0+“.“)

en wel kiezen we deze gedaante omdat in (29) wezenlijk ecn funchbi-
oneel verband is aangegeven tussen Ae %0 en e""""’A Invullen van (30C)
in (29) en nulstelling van de eoefficient van e"nh “0 (n=1 s25e0)
geeft een serie vergelijkingen in O43059e.0 wazruit deze kunnen
worden odvgelost,We vinden o.a, _

(31) b=

* 2) Do = &A+6A+1
(3 : (R+1)(\+2)(412-—~1)

en dus g2ldt voor grote R Z in goede benadering

A(ZO)& %,_:qmm e""(’l“} )zo

en Gus Vvoor zbmz geldt dan

LY
l:l'

(33) P(Z) ~~ Ae WT—GMA Z._%"ATZ__“} R ““(5”5 ) *‘*k (Zwz ) }
_ 3 = ‘ _

Speeiaal geldt (op termen van lﬂainere orde na) s

e\ 3
(34) (2 )= v °

en dug volgt voor het ypotentiaalverschil V (wegens 2 _zmlog1/2.J

enR m}i 3 ' ' ¢

i KT o e
?(zo) £+ A)

Deze formule bepaalt de maklijn in het punt J=0 =2an de grafiek van
V=V(J) .Dasr (35) slechts gldig is als ongeveer JE 0,3, kan (3”5)
Wa.a,rmchlgnln.;Jk niet expl:r'luen-t. eel worden getgetst

N 3., 0ok in (33) zien Wﬁda:t; vocr',)ka 1 p(z) _ bli;; ft (: -sam

loog voor A > = ) ,.Imera On‘h‘f@kkellng van dae &mmaehten in (33) gaeft .




01z,

O %e"zo( (27 )ew(zmzo)+e~(zwzo) )

p(z) %(1-&2'«*-2 )6 Z,

Op blz.7 (noot 1) bepaalden we voor A =1 een benadering van p(=)
van analoge gedaante, _ o _
Ove Y eéin itera‘tiemethode gebezigd door den Heer R van Lieshout, om
oplossingen van (8) te verkrijgen. Eosentieel komt deze op het volgenu
de neer.,Zi} @ een opera'bor toe te passen op de functie p(z) yinet

9 P(z) mln\ Q—%ﬂ-&-ze“A =
Dan is (8) aecuivalen't met
(36) p= B D . ‘ _
Z1i} D _ een uenaderde opldssz.ng van \36) Vo:rm da.n a@htereenvolgens

=0 »,
=0 P1

WMMMMMM

- n+1‘“"‘ep _ - . _ ,
Voor elk 1n'terval ,Waar de :r'i;; :pw,;p,1 $oene ,pn(mede met de corresponm _
derende rij.en der eerste en tweede afgelelden) gellg kma.'blg ccmverm o

geert,zal de limietfunctie aan (36) voldoen. o
- Als eerste benaderlng klezen we | P

(3’7) Po=1n \/’I+2@
Irmners ul'b (2) en (3) volg't

Nu is de rulm‘belad :mg per c-.m3 :m, he“b kristal 51@17 zeer g:mot ,Daamm s -
stellen we :Ln eers*te :Lna'tantle as =0 en dus a =0 (V.g.l :E1g.1° }L - S
heef'b Steeds een flauwe krommn%x | ‘me’t uegen%ésteld teken 'Llnlcs en S )
rechts van ZI) .ndua geld'b C e e o Ca PR T

OE V'oor ' vrete z vald eet p -wl:n {+2e” " © aan (8) met een relatief =

) o - L . : e L R . . . . . ) L - L. . .. . .
.. . . . . y o . .. . . " LA
. . 1 N . . i . . - . M . . - . ° ' " - . -
. .l ! i Mt B ' , e . . .o . . . . . ' ‘ B R
. ' . . . . A . oL 4 . L. . . . - . - A . . r - -
P . ' . . o . b . . . . . . . . o ]
.. L . . . . . - ) ' " . e . 1
. - . . . . . - a ' LI L - B . 1. - '
. a . ' . A . . - - o L ! : A, A N . ' Lo . . o ) .- .. .
" . t ' s 1 . - . T e 1 T T . . . N . .t . . . . ' - o
. . - - . . . . . . .
) ) . . . i : A ) . . ) Lo ) i . .- .
. - . - . - - - i . . - . ' . . . "
. -, . r . a . [l . ' . . . . Bl - - . " . N . : ° ~ !
. - " - - i . . A . . . . . . . - o "
. R [ L . . . . ] . . . L - N
. . . . A . . - , . . . . - . . . . . . . - i, - .
1 ) T o - " 1 - . . " - dae ° . . 4 - . - . - i i . . . :
. . . . . . . . Lam - . . [ . . 1. . PRI i - - . B .o . . -
.. . . . a . " . 1 () a . . ' . ‘ " . '
i . 4 . . 4 . - LI . . . . B . B
-, . . 1 ", . . . . LR . . : ) 4 . -
' * - . . - . . . - . 2 N LI N . . .- . ' 3
. . i PR - . " . N N ' . . L " L] . v . e - 1
. * . . * ! . Lo . . . T, ' i o . i . e o . A . R ) . . |- i . e ., -1 o 1
- . . . o~ _ 4 - . r o PR . L . . . . . - . . . [
R . . ' . . . . . . - ' ' T : . . ° h
3 . R - o - . ' Lo .t : L . . [ . . ' o "
. . . - : + - A T -t . . e s " . . ' L . N ] . e, Lo N !
' . . N Al - R . ) . . . . ' . o . . - . P . ] 1
N - - N . - . . b . LA - |. - ' 1 ) - . ? - . - 1 . * N .
' - . N - PR . . LI - 4, [ - . a - - Lt
) ) o ' . i . . . . . . . r ot P . - . .. - . .o . v, N . . . . o, ‘
) LI - — L] . P A . . [ . = ) . . . . s . . P
. 3 B . ) L. . . v . R . 1 (I in ) . . " .
s \ . N [ " 3 - > . f . 4 1
. . N . a " v . - . L - - . N : . .,
. . . . ' . L] . .. "~ . . [ " ) v
., . " v [ , , R ¢ . " - : LI B . - Y an . . . f . u " . .
. . .- .- .- - - L . 1 Lad - ! L]
1 . B . . . ' ° r * - i o PP 1 1 ! - a
. . . . - . “ - - . . - . . - . . g
. . " . . P . . . . z . - ' B v . "
- P - B ' = . . ' ) - . ko LI " b 1
. . . .. . . . : . - . .. o . n o * . N 0 | N Y L] Ve 2
. . . . P b ° ah [ b ) ! 4 L A ' N 1
. . - . i . " .
) . . . i . g . - . . . . ] , . v N . s . , - . . :
. o ' R L - n a oL . - e Cam - .
. - ' . ' - . . N AR . '
L L0 . - . -" et N
. . - . S - . ' . . . M
’ ' ' - . L . . .
. il . . - .
. . . i
. . . . T H N
i ? . . N - 1 - "
R . 1 o . * ]
o . . . . . '
. . .
. . . . v (N ]
. . . - ' ]
. N . . . . .
: . . . . B .
- ' ‘ . C Y .. v
3 . . - . . r -y . r . o . .
. : . ' a 1
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het verschil der beide leden van (8) na substitutie v o, is dus
ﬁ+0(e”2>‘ f) y dus van de zelfde orde als P4 zelf . '

Uit (27) volgt (wegens AL 1/2), dﬂt op een fout 0 “EA “Yna,
p(z) vocr zrote gegbven tordt door ‘

ot
e

en wel voor alle coplossingen van(8),die aan (10) voldoen,De door den
heer von Lieshcout met genoemde i‘t@rat:r.eme“bhode verkregen reeks 1)

—-A T

“V o’ 3(8“\ ’“)+ 06311(@”} ‘E’)+H

p(z)=in(y 1+2G“ﬂ) ' +1n t 1+ Y f(e
-2A g

-~ T

met £=0(e - ‘“) y2=0(e “y,etec.,moet dus zodanig zijn,dat

75—t \ +0 ( @""*2 R Z) _

de ngmigde iteratiznethode?In het aigemten iz de
+s. hoogstensasymptotisch conve rwn*ﬁ‘ naar

Converzeert
e o o g g g o om .
VeErkrescn reexs PosPygeesD

n-
cen opleogsing van (8) .We zullen eens nagaan in ho@vmrre de uit de
nulde benadering (37) afgeleide ecrste benaderingp y (z) asyvmptotisch
beter voldoet dan (37), _ _

";f*f i3 waten dat de opl mm:mg;ﬁrn van (8) d:m aan (10) vaidwbn,emn aﬁymm
ptotisairc ontwikke .L:a.,m& M@%b@n volgens (*""6) Dua ,ﬁmr?{

,M*le - A E{Em m(emg H}

en we lbtannen asyvmptetisch schrijven als

PR B ;u(”%-;-p“am”} ;"}m-a»t'i)*(&""""'f"":gA “)),

dus (?b) kan asymptotissh geschreven worden als
¢ m‘f‘i'?—’*?t ﬁ,‘
(38) pep"+e™ Zyo(e 24 By,

hetgeen MVWrig@vﬂ cck direct uit (8) volgt. : - _
Als P, e3n nulde benade ering mﬁdan volgt dus Ve or &s.ze hwm‘w & Etf;;;;@m -
%@id@ ﬂ@rat tenade rlﬂ@ _ ‘ S
Pq= ""‘"’pﬁ'*'em\ E%‘éwﬁ' . ﬂ:‘ y .
en deze voldoet aan (38) met mn fwu‘t

Pn”"‘“’fi“@m% EW(@MZ ) MFMP"*A e”

4 )bssﬁmm%wul blijkt deze een f‘um:“b ie van e
Z naar emﬂ < 'ydan moeten we juist (27 ) ls:ri;g gen voor A-—O ’Emw nstaa T
reeks kan worden @pgevm als een omvorming van ("‘?'?) vvw Amﬁ, &@ca:r' p-
een hg and lge Wia m@ termen m.;; mn h@: nemen Wmdmnl,dm nw r%mltam mk

brmlkbam* _ lﬂ vmmr kl@imarﬂ W&arwm vmx Te IR e

.ﬂth1kk®l&n W% kumgrmta‘
nde S




hlz.14

en de eerste stap van de benaderlng geeft dus asymptotisch een verbe'berw
de o}:)loss 1ng als

"En nu geld'b voor f37) P, e~ P Z+O(e“2 Z) y dus het eriterium (39) wordt

12 22 A% Al g - A 2~1I +0(e”) “)

of da,aI‘On:: N < ,A
2 () +1- 33) \2+O(e"' )

Waaraan VoOoT }\ <1 niet voldaan is,

N.BBezwvaren tegen de 0p10831ng T van.blz;13 zijn: - _
1,We krijgen slechts één oplossing van (8);die aan de ra.ndvoorwaarde (10)
voldoet .Immers ™ is een constante vastgelegd door natuur- en materi-
azlconstanten,Ook de opmerklng 1in de voetnoot op blz,13 laat ul‘hkomen,
dat I niet meer dan één oplossing van (8) kan leveren,

Evenwel moeten we bi] elke negatieve waarde van z_ een cploss:mg
van (8) bepalen,die aan (39) en (110) voldoet.In de eerstecplaa‘ts moeten
we dus beschikken over een asymptotische of expleciete wvoorstéelling
van de oneindig veel oplossingen van(8), die aan (10) voldoen Wellieht
ig dit met de iteratiemethode te berelken door uit te gaan van een heel ~
skala va.n nulde benaderingen. pogalle zoveel mogeligk gellgk aan .

L “?‘Z—%OCGMZA“)Q TOQY 2 - OO
1 \ -

Op elk van deze passen we de iterat iemethode toe in de hoop one:f.ndlg -
vele verschillende oplossingen van (8) te kvijgen,zo dat voor elk nega-

"'blef getal Z, een en hunner een afgeleide nul heeft wvoor z--zo

2.Het is lang niet zeker ,dat de zeer speciale oplossing I(zie blz.,13)
~ in enig punt een efgeleide nul heeft.Er zijn n.l, oplossingen van (8) s
- die aan %10) voldoen,doch in geen enkel punt een afgeleide unul hebben,
- Beschouw b.v, een krigtal,dat alle ruimte Lnneemt (en zieh dus
in het byzonder urbatrek% var X=- 9@ Lot x=+ 00 ),en waar bij een abeis
x een lichtsterkte Ee A (w Coc x < +00 ) heerst,Indien in dit (niet
real‘i.seerbare)geval cen stationnaire toestand z.ntreed‘b dan gal de cor~-
- responderende oplossingskromme n{x) resp. p(z) nergens een horlzontale .
I,if‘akl.,.,g I%a)hebben in fig.1 verloopt deze 0ploss 1ngskromme voor‘tdurend -



